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Cycle Classes Préparatoires. 1ère année. S2. 

Module : Mathématiques 3 : Analyse 2. 

Série 1. Equations différentielles. 

Exercice 1. Résoudre les équations différentielles (où y est à. valeurs réelles) sur tout intervalle 
ouvert / de R : 

ûj (l + * 2 )i/+-4xy = 0. b) x n j/~ay = 0. (n,o) e N*xR;. 

Exercice 2. Résoudre les équations différentielles linéaires du premier ordre suivantes ( -y l — R, 
1 intervalle ouvert de R) 

a) (1 + x 2 ) y* + (x - t) 2 y = r 3 - x 2 + x - 1. b) y' + 2xy = exp (x - x 2 ) . 

c) iy'-y = i 2 + l. d) x(x 2 -l)y' + 2y = x 2 . 

e) (exp(x)-l)y' + ( e xp(x)+l)y = 3 + 2expx. f) (sinx)^ - (cosx) y = sinx. 

Exercice». Résoudre yy* + y> = Jexp( -2a:) (poser 3 = y 2 ) 

Exercice 4. Résoudre les équations différentielles suivantes où y : R -* R désigne la fonction 
inconnue supposée deux fois dérivable sur R : 

l)î/"-3i/ + 2v=(x 2 +l)expi. 2)y' / +23/ + y = sin 2 x. 

3)y"-2y'-ry = siniexpx. 4) |/"-l-2y' + 5y = 2xexp(-r)cos(2x). 

Exercice 5. Résoudre les équations différentielles suivantes où m e R fixé : 

1) v" ~ 2y' + my = cos x. 2) y" + 4y = sin mx. 3) my" - (l + m 2 ) y* + my = xexpr. 

Exercice 6. Montrer que pour tout m ç]0,2(, l'équation différentielle 

y" + (1 - 2m) y' - 2my = exp 2x E^ 

admet une solution et une seule y m telle que 3^ (0) = }/ m (0) = 0. 
Prouver que Vx e R y m ( x ) — yi ( z ) . 
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Exercice 7. Equations différentielles d'EuIer. 

1) Soient a, 6 e K, / intervalle de R tel que / c R; ou / c Ri, k : / - K une application continue. 
Montrer que 1 équation différentielle 

x 2 y" + axy' + by = k 

se ramène par le changement de variable t = ln)x| à une équation différentielle linéaire du second 
ordre a coefficient constants. 

2) Résoudre, sur tout intervalle ouvert / de R, les équations différentielles d'Euier suivantes 
a)xV + 3xs,' + y=l + x 2 . b) x*y" +xj/ + v = xhi|x|. 

Exercice 8. Trouver toutes les applications /: R -» R dérivables telles que 

" VTG-R, f (irt* /(-£)= x exp x. 



Exercice 9. Résoudre les équations différentielles suivantes : 

l)x(l+:r 2 )y-(l + y3) = o. 2> y' + expfy - x) = 0. 3) x(l + x 2 ) yrf-(\ + j,*) = . 
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Exercice 10. Résoudre les équations différentielles suivantes : 
l)tf-ill-*^-a. 2)xY-xy + y 2 =0. 3) ï/ - £+ xV = 0. 

Exercice 11. Résoudre les équations différentielles suivantes : 

1) 2iV+*V + l = 0. 2) (1 + i 3 ) j , +ar , y+2ay a H-l = 0. 3) (l - »*) ï /+xVy 2 +2x = 

0. 

Problème 1. Soit l'équation différentielle 

4x*y + y'-xy' r = (B) 

1) Montrer que si y = /(x) est solution de (B), il en est de même de y = /(-*)• 

2) On demande de résoudre l'équation (£) successivement des deux manières suivantes : 

a) Vérifier que la fonction x *-* cosh x 2 est solution de [E), En déduire la solution générale de (E) . 

b) Effectuer dans {E) le changement de variable t m x 2 . En déduire la solution générale de (£) . 

3) Soit A un nombre positif quelconque. Rê&oudre l'équation différentielle 

4Ax 3 y+y'-xy" = 
en la ramenant à (E) par un changement de variable. 

Problème 2. Soit y une fonction réelle de la variable réelle x admettant des dérivées première et 

_ .,. f x = sînhu 

seconde continues. On pose (1) | % (u) = y (l)coshu 

1) Calculer g, § en fonction de u, z(u). £ et £}. 

2) Soit m 

(x 2 + l) y" (x) + 3xy' (x) + (1 - n 2 ) y (x) = 0, (n entier il) (E) 

En faisant le changement de variable et de fonction (1), montrer que (E) se transforme en 

i "(u)-n 2 z(u) = 0. (E') 

3) Intégrer (£'). En déduire la solution générale de {E). 

4) Trouver la solution de (E) telle que y (0) = 1 et y ( +co) = 0. 

Problème 3. 1) Soit l'équation différentielle 

(l-x 3 )y"(i)-aV(a:) + 4y(i)=0, (|i| < 1) M 

Résoudre (1) en faisant le changement de variable t = arecosx. 
2) Soit l'équation différentielle 

(1 - x 2 ) y" (x) - xî/ (x) + Ay (x) = arecosx. (|x| < 1) (2) 

a) Résoudre l'équation (2). 

b) Trouver la solution de (2) telle que y (t>) = g et y' (0) = 5. 

c) Variations et graphe de la fonction. 
3} Soit l'équation différentielle 



(l-x 2 )y"(x)-Œy / (aî) + ifcy(-x)=axccosx, (|s>| < 1 etfc€ N) 



(3) 



a.) En effectuant le changement de variable t = arccosi, trouver la solution générale de (3) 

b) On pose k = 3. Montrer que l'équation (3) admet une solution polynôme. 

c) Montrer que pour tout fe e N, l'équation (3) admet une solution polynôme. 
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Problème 4. Le but de ce problème est de donner une méthode pratique pour résoudre les 
équations différentielles de la forme 

ï" 0) + W' (t) + fry (0 = Q (t) exp (Ai) ( 1) 

où 0,6 et A sont des constantes et Q un polynôme de degré q. Cette méthode évite les calculs 
d identification. On pose D l'opérateur dérivation tel que Dy = y' 

y" +■ aj/ + by = £> 2 y + a/?y + 6y = (D 3 +- aD + 6) y = P (D) y 

avec P (£>) = D 2 + aD + 6. 

Le changement de fonction ;(t) = exp (-Ai) y (t) implique que »(*) vérifie 

P (X>) [exp (A<) * (()] = exp (Ai) Q (t) ( 2 ) 

1) Montrer que 

P (P) [exp (Ai) s (t)] a exp (Ai) /> (D + A) z (i) VA G C 

où P (D + A) est le polynôme de dérivation associé au polynôme P {X + A) . 

2) D'après la question 1), (1) devient 

P(£> + A)z(i) = Q(0 (3) 

A admettre. Lorsque A n'est pas zéro du polynôme P(X) alors P(D + A) est inversible et on 



aura 
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et à l'aide de la décomposition en fractions rationnelles de p^j on en déduit z (t). 

nm iVt ra T, v^ S^ °" peUt PQWr f (* + A ) = *°« W où le polynôme R vérifie 
«(0) ^ (=* /?(,*/) mversible) 

P(Z?+A)s(i)=Q(i) 
*(£>).Z>°z(i)=Q<0 

^W = ^Q(i). 

On écrit ^ en fonction des fractions rationnelles, puis on intégre a fois pour obtenir z (t) et par 
suite y(t) = exp (Ai) z(i). 

Applications. Résoudre les équations différentielles suivantes 

*) y" - 3j/ + 2y = x 3 exp (z) cos z. 

t>) y" - 2ay' + a 2 y = i 2 exp (i) cos mx, m, a e K*. 
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